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УДК 517.9 
ЗАДАЧА КОШІ НЕЛІНІЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ 
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 
Г.В.Завізіон, В.В.Ключник 
Побудовано асимптотичний розв’язок нелінійної сингулярно збуреної системи 
диференціальних рівнянь із запізненням. 
We construct asymptotic solution of a nonlinear of singularly perturbed system of 
differential equations with a delay. 
Вступ. 
Сингулярно збурені системи диференціальних рівнянь із запізненням 
вивчаються в різних напрямках. Так в [1] пропонуються методи 
асимптотичного інтегрування лінійних сингулярно збурених систем із 
запізненням, а в [2] метод кроків з [1] застосовується до лінійних інтегро-
диференціальних систем рівнянь з сталим запізненням і виродженою матрицю 
при похідній. Питання існування розв’язку і обґрунтування методу 
усереднення для багаточастотних крайових задач з сталим запізненням для 
сингулярно збурених систем вивчалися в [3]. В [4] досліджуються питання 
існування інтегральних многовидів в лінійних сингулярно збурених 
диференціально-різнецевих рівнянь. За допомогою примежових функцій в [5] 
інтегруються нелінійні диференціально-різнецеві рівняння з малим 
запізненням. Самі проміжкові функції задовольняють автономну нелінійну 
систему диференціальних рівнянь або лінійну неоднорідну систему 
диференціальних рівнянь. 
В даній статті розглядається нелінійна сингулярно збурена система 
диференціальних рівнянь з змінним запізненням. Будуються асимптотичні 
розв’язки, вигляд яких залежить від кратності коренів характеристичного 
рівняння і метод дає можливість в явному вигляді записати потрібну кількість 
наближень розв’язку. Пропонується спосіб побудови асимптотичного 
розв’язку задачі Коші нелінійної сингулярно збуреною системи 
диференціальних рівнянь із змінним запізненням у випадку простих коренів 
характеристичного рівняння. 
Асимптотичний розв’язок. 




  (1) 
з початковою умовою 
0),0( xx   (2) 
де )0( 0  - малий параметр, )(],;0[ tLt  - скалярна функція, 
nxttxytxyxtf  0),),((),,(),,,,(  - вимірні вектори. Припускаємо 
виконання умов: 
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Вірною є теорема. 
Теорема. Якщо виконуються умови 1-3, то формальний розв’язок задачі 
































   
 (4) 
де ),,( ti  задовольняють диференціальні рівняння 
),,(),()(),(  tttt isisiis   (5) 
),(),(  tt isi - скалярні функції. 




























































   (6) 
 Випуск 66                                       Серія: Математичні науки                     НАУКОВI ЗАПИСКИ 
 31 
Де  tptpttvtvtgtgttvtvtgtg llllll (),,()),((),(,(),())),((),(,(),( 112211    
))(t - многочлени степеня   відносно вказаних аргументів, причому другий 
многочлен не містить одночлена мулевого степеня відносно аргументів 
;)2,0,,1)(),((),,( 111   llttptp ll  під ),(1 tpl  розуміють аргументи вигляду 
),,0)(,()( 11, ljttu jliij     а під )),((1  ttpl   розуміємо аргумент вигляду tuij (  
).),(())( 1,  ttt jli    Підставляючи (3)-(6) в (1) і зрівнюючи вирази, які містять 
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tttt sjii   
при 1,0j  і )()(1 tgtg sjsj   при )(;2
)( tvj js  означає j  похідну від )();( tgtv sjs  
))()...(( 001 tvtvg jsj  многочлен від вказаних аргументів. Позначимо 
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  (10) 
Підставляючи (4), (9), (10) в (7) і зрівнюючи коефіцієнти при однакових 
степенях ,  маємо 
,0))(),(,( 000 tvtvtf  (11) 

















































































   (13) 
Згідно умови 2, покладемо в (11) 
).()(0 txtv   
Тоді використовуючи умову 3 з рівнянь (12), (13) знайдемо 
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t
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iis      
Врахувавши (3),(4) і початкову умову (2) величини ,...,1,0,,1,  snicis  
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jy tttutxtxtf   (16) 









  в степеневий ряд по   в 
рівняння (16) і в одержаному рівнянні згрупуймо вирази при степенях  , 
маймо рівняння для знаходження функцій ...)1,0)(( stuis  
 ))()()())(),(,(( 000 ttututxtxtf iiix   
 )()())(),(,()()()())(),(,(( 001110
2 tututxtxtfttututxtxtf iixiiix   











































































0)))())()(exp( ,   ttt mkii   (17) 
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jy tttutxtxtf   (18) 
Зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях  , в рівняннях (17),(18), 
одержимо рівняння 
,0)(),( 0 tutC ii  (19) 
),()()()(),( 001 tutFtututC iiiii   (20) 






























),,(2 tF k  (23) 
де 
,)())(),(,())(,( 0 EttxtxtfttC x    
































































































































































































jyskisi tttutxtxtfttu   
Розглянемо метод розв’язування рівнянь (19)-(21). В зв’язку з умовою 3 
покладемо в (19): 
,,1),()()( 00 nitttu iii    (24) 
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де )(ti  власні вектора матриці )(),,( 0 ttC ii  - довільні функції. Умова існування 
рівняння (20) прийме вигляд  
,0)())(),()()(()())(),(( 00  ttttFtttt iiiiiiii   (25) 
де )(ti  власні вектора матриці ),,(
*
itC   спряженої до матриці ).,( itC   При 
виконані умови в [1], виберемо вектора )(),( tt ii   так, щоб виконувалася 
рівність ],;0[,1))(),(( Lttt ii   що дає можливість однозначно знаходження 
)(),( 00 tut ii  відповідно з рівнянь (25),(24). Припустивши, що )(tuis  знайдені при 
,2 ks  і що 
 

 )()(,()()()( 3,2, tutCtttu kiiikiis   
...4,3,,1)),()()( 1,13,   knitFtutF kikii  (26) 
Враховуючи (26) умову існування розв’язку рівняння (21) функції )(2, tki   
однозначно знаходимо з рівняння 
  )())(,)()((()())(),(( 2,2, tttFtttt kiiiiikiii   




ikikikiikii   
де ),,( tC   узагальнено обернена матриця до матриці ...4,3,,1),,(  knitC   











kii   (27) 





 ktFtUt kk   
де ntk  ),(1   вимірний вектор з координатами nntUtki  )(),,( 01,   матриця, 
стовбцями, якої є вектора ).,1)((0 nitui   Теорема доведена. 
Таким чином, пропонується спосіб побудови асимптотичного розв’язку 
задачі Коші сингулярно збуреної системи нелінійних диференціальних рівнянь 
із зміним запізненням. 
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